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1 Carathéodory 延拓定理
我们先来定义一些新的集合系统.

Definition 1.1 (半环). 设 A ⊆ P(S), 称 A 是一个半环 (semi-ring), 如果

1. ∅ ∈ A

2. 对任意 A,B ∈ A, A \B 可以写成 A 中有限个互不相交集合的并

3. A 对集合的有限交运算封闭.

Definition 1.2 (环). 设 A ⊆ P(S), 称 A 是一个环 (ring), 如果

1. ∅ ∈ A

2. 对任意 A,B ∈ A, 有 A \B ∈ A.

3. A 对集合的有限并运算封闭.

Remark. 环也对集合的有限交运算封闭. 假设 A 是一个环, 那么对任意 A,B ∈ A, A ∩ B =

A \ (A \B) ∈ A. 因此环一定是一个半环.

Example 1.3. A = {(a, b] : a ≤ b, a, b ∈ R} 是 R 上的一个半环, 但不是一个环.

Definition 1.4 (预测度). 设 A ⊆ P(S), 称集合函数 µ : A → [0,∞] 是一个预测度 (pre-
measure), 如果

1. A 是一个半环

2. µ(∅) = 0

3. σ-可加性: 对任意可数多个互不相交的集合 A1, A2, · · · ∈ A,

µ(
∞∪
i=1

Ai) =
∞∑
i=1

µ(Ai).

Definition 1.5. 设 µ : A → [0,∞] 是半环 A ⊆ P(S) 上的一个预测度. 称 µ 是

1. 有限的, 如果对任意 A ∈ A, µ(A) < ∞
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2. σ-有限的, 如果存在可数多个集合 A1, A2, · · · ∈ A, 使得

S =
∞∪
i=1

Ai,

并且对任意 i ∈ Z+, µ(Ai) < ∞.

Definition 1.6 (测度). 设 A ⊆ P(S) 是一个半环. 集合函数 µ : A → [0,+∞] 称为一个测度,
如果 µ 是一个预测度并且 A 是一个 σ-代数. 当 µ 是 (S,A) 上的一个测度时, 三元组 (S,A, µ)

称为测度空间.

测度一定是一个预测度.

Proposition 1.7 (测度的连续性). 设 (S,A, µ) 是一个测度空间. 设 A1, A2, · · · ∈ A 是一列趋
近 A ∈ A 的增集, 即对任意 i ∈ Z+,

Ai ⊆ Ai+1,

并且有

A =
∞∪
i=1

Ai.

则

µ(A) = lim
n→∞

µ(Ai).

证明. 我们可以将 A 写成可数多个互不相交的集合的并, 记 A0 = ∅,

A =
∞∪
i=1

Ai =
∞⊔
i=1

(Ai \ Ai−1),
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于是由测度的 σ-可加性,

µ(A) =µ(
∞⊔
i=1

(Ai \ Ai−1))

=
∞∑
i=1

µ(Ai \ Ai−1)

= lim
n→∞

n∑
i=1

µ(Ai \ Ai−1)

= lim
n→∞

µ(
n⊔

i=1

(Ai \ Ai−1))

= lim
n→∞

µ(An).

Lemma 1.8 (测度唯一性引理 (有限测度版本)). 设 F 是一个 S 上的 π-系统, A = σ(F). 设
µ1 和 µ2 是 (S,A) 上的测度, 并且满足 µ1(S) = µ2(S) < ∞ 以及

µ1 = µ2 on F ,

那么

µ1 = µ2 on A.

证明. 首先由 Dynkin π-λ 定理 (??), 我们有

A = σ(F) = λ(F).

定义

C = {A ∈ A : µ1(A) = µ2(A)},

我们只要证明了 C 是 λ-系统, 结合引理中的条件 F ⊆ C, 由 A = λ(F) 是包含 F 的最小 λ-系
统可知

A ⊆ C,

即完成了证明. 下面证明 C 是 λ-系统.(1) 由引理的条件 µ1(S) = µ2(S), 并且 S ∈ A, 因此
S ∈ C. (2) 设 A,B ∈ C 且 A ⊆ B, 由于 B = A ⊔ (B \ A), 我们有

µ1(B \ A) = µ1(B)− µ1(A) = µ2(B)− µ2(A) = µ2(B \ A),
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因此 B \ A ∈ C. (3) 设 A1, A2 · · · ∈ C 是可数多个互不相交的集合, 则

µ1(
⊔
i

Ai) =
∑
i

µ1(Ai) =
∑
i

µ2(Ai) = µ2(
⊔
i

Ai),

因此
⊔

i Ai ∈ C. 从而 C 是 λ-系统.
注意上述引理中的条件 µ1(S) = µ2(S) 必不可少, 如果 µ1(S) ̸= µ2(S), 由于 S ∈ A, 那么 µ1 和

µ2 在 A 上自然就不完全一致.

Lemma 1.9 (测度唯一性引理 (σ-有限测度版本)). 设 F 是一个 S 上的 π-系统, A = σ(F).
设 µ1 和 µ2 是 (S,A) 上的 σ-有限测度, 并且存在可数多个 F1, F2, · · · ∈ F 使得

S =
∪
i

Fi

以及 µ1(Fi) = µ2(Fi) < ∞. 如果
µ1 = µ2 on F ,

那么

µ1 = µ2 on A.

证明. 取 F ∈ F 使得 µ1(F ) = µ2(F ) < ∞, 定义

C(F ) = {A ∈ A : µ1(A ∩ F ) = µ2(A ∩ F )},

类似引理 1.8 的证明, C(F ) 是一个 λ-系统, 并且 F ⊆ C(F ). 而 A = σ(F) = λ(F), 由 λ(F) 的

最小性得 A = λ(F) ⊆ C(F ) ⊆ A, 从而 A = C(F). 于是对条件中的任意 Fi, 对任意 A ∈ A, 有

µ1(Fi ∩ A) = µ2(Fi ∩ A).

下面我们将构造逼近 A 的一列增集来证明 µ1(A) = µ2(A). 记 E1 = F1, E2 = F2 \ F1, Ek =

Fk \ (
∪k−1

i=1 Fi) = Fk ∩ (
∪k−1

i=1 Fi)
c, 则 E1, E2, · · · 互不相交, 并且

S =
∞∪
i=1

Fi =
∞⊔
k=1

Ek,
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即
⊔n

k=1 Ek, n = 1, 2, · · · 是一列趋近 S 的增集. 对任意 A ∈ A,

µ1(A ∩ (
n⊔

k=1

Ek)) = µ1(
n⊔

k=1

(A ∩ Ek))

=
n∑

k=1

µ1([A ∩ (
k−1∪
i=1

Fi)
c] ∩ Fk)

=
n∑

k=1

µ2([A ∩ (
k−1∪
i=1

Fi)
c] ∩ Fk) = µ2(A ∩ (

n⊔
k=1

Ek))

因为 A ∩ (
⊔n

k=1 Ek) 是一列趋近 A 的增集, 由测度的连续性,

µ1(A) = lim
n→∞

µ1(A ∩ (
n⊔

k=1

Ek)) = lim
n→∞

µ2(A ∩ (
n⊔

k=1

Ek)) = µ2(A).

Theorem 1.10 (Carathéodory 延拓定理). 设 A ⊆ P(S) 是一个环, 集合函数 µ : A → [0,∞]

是一个 σ-有限的预测度. 则存在唯一的测度 µ̄ : σ(A) → [0,∞] 使得

µ̄ = µ on A,

并且 µ̄ 也是 σ-有限的.

证明. 思路:

1. 从预测度 µ : A → [0,∞] 出发构造 P(S) 上的集合函数 µ∗ : P(S) → [0,∞], 我们称其为
外测度, 并且 µ∗ 是 µ 的一个延拓.

2. 利用外测度构造 µ∗-可测集, 并将所有 µ∗-可测集记为M.

3. 证明M 是 σ-代数

4. 证明 µ∗ : M → [0,∞] 是 σ-有限测度.

5. 证明M包含 A,从而 σ(A) ⊆ M,于是 µ∗ : σ(A) → [0,∞]就是我们想要构造的测度. 存
在性得证.

6. 因为环也是一个 π-系统, 唯一性由引理 1.9 直接得到.

下面依次来证明上面的结论.
1. 构造外测度 µ∗ : P(S) → [0,∞].
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◀ 对任意 A ∈ P(S), 定义

Cover(A) = {F ⊆ A : F 至多可数, A ⊆
∪
F∈F

F}

定义

µ∗(A) = inf{
∑
F∈F

µ(F ) : F ∈ Cover(A)}

如果 Cover(A) = ∅, 我们定义 µ∗(A) = inf∅ = ∞. 于是 µ∗ 是定义在 P(S) 上的集合函数, 我
们称其为外测度. 下面证明 µ∗ 的一些有用的性质.

(1) µ∗(∅) = 0.
因为 ∅ ⊆ ∅, 所以 {∅} ∈ Cover(∅), 因此 µ∗(∅) = µ(∅) = 0.

(2) µ∗ 是单调的, 即如果 A ⊆ B, 则 µ∗(A) ≤ µ∗(B)

如果 A ⊆ B, 那么 Cover(A) ⊇ Cover(B) (能覆盖 B 的集族一定能覆盖 A), 从而

{
∑
F∈F

µ(F ) : F ∈ Cover(B)} ⊆ {
∑
F∈F

µ(F ) : F ∈ Cover(A)},

由 inf 的性质有

inf{
∑
F∈F

µ(F ) : F ∈ Cover(B)} ≥ inf{
∑
F∈F

µ(F ) : F ∈ Cover(A)},

即 µ∗(A) ≤ µ∗(B).

(3) µ∗ 是 σ-次可加的, 即如果存在集合 A 以及可数个集合 Ai 使得 A ⊆
∪

i Ai, 则

µ∗(A) ≤
∞∑
i=1

µ∗(Ai).

不妨设对任意 i ∈ Z+, 有 µ∗(Ai) < ∞(不然结论显然), 因此 Cover(Ai) ̸= ∅. 固定 ε > 0, 对
任意 i ∈ Z+, 由于 µ∗(Ai) 是下确界, 即最大的下界, 因此比 µ∗(Ai) 大一点的数将不再是下

界, 即存在 Fi ∈ Cover(Ai) 使得 ∑
F∈Fi

µ(F ) ≤ µ∗(Ai) +
ε

2i
,
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令 F =
∪

i Fi, 则 A ⊆
∪

i Ai ⊆ F , 因此 F ∈ Cover(A),

µ∗(A) ≤
∑
F∈F

µ(F ) ≤
∞∑
i=1

∑
F∈F

µ(F ) ≤
∞∑
i=1

µ∗(Ai) + ε

∞∑
i=1

1

2i
=

∞∑
i=1

µ∗(Ai) + ε,

令 ε → 0 即可.

(4) µ∗ 是 µ 的延拓, 即对任意 A ∈ A, µ∗(A) = µ(A).
由于 A ∈ A, 我们有 {A} ∈ Cover(A), 从而 µ∗(A) ≤ µ(A)(因为 µ∗(A) 是一个下界). 并且
对任意 F ∈ Cover(A), 由 µ 的 σ-次可加性 (σ-可加性可以推出 σ-次可加性),

µ(A) ≤
∑
F∈F

µ(F ),

即 µ(A) 也是一个下界, 而 µ∗(A) 是所有下界中的最大的一个, 于是 µ(A) ≤ µ∗(A).

▶

2. 构造 µ∗-可测集.
◀ 称集合 A ∈ P 是 µ∗-可测的, 如果对任意 E ∈ P(S), 有

µ∗(E) = µ∗(A ∩ E) + µ∗(Ac ∩ E),

定义M = {A ∈ P(S) : A是 µ∗-可测集}. 由次可加性

µ∗(E) = µ∗((A ∩ E) ∪ (Ac ∩ E)) ≤ µ∗(A ∩ E) + µ∗(Ac ∩ E)

恒成立, 因此 A ∈ P(S) 是 µ∗-可测的当且仅当

µ∗(E) ≥ µ∗(A ∩ E) + µ∗(Ac ∩ E).

▶

3. 证明M 是 σ-代数.
◀ 思路是证明M 是 π-系统和 λ-系统, 再利用引理 ?? 即完成了证明.
(1) 证明M 是 π-系统.
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设 A1, A2 ∈ M, 则对任意 E ∈ P(S),

µ∗(E) = µ∗(A1 ∩ E) + µ∗(Ac
1 ∩ E)

= µ∗((A1 ∩ E) ∩ A2) + µ∗((A1 ∩ E) ∩ Ac
2) + µ∗((Ac

1 ∩ E) ∩ A2) + µ∗((Ac
1 ∩ E) ∩ Ac

2)

≥ µ∗((A1 ∩ A2) ∩ E) + µ∗[(A1 ∩ E ∩ Ac
2) ∪ (Ac

1 ∩ E ∩ A2) ∪ (Ac
1 ∩ E ∩ Ac

2)]

= µ∗((A1 ∩ A2) ∩ E) + µ∗((A1 ∩ A2)
c ∩ E)

因此 A1 ∩ A2 ∈ M.
(2) 证明M 是 λ-系统. 首先 S ∈ M, 这是因为对任意 E ∈ P(S),

µ∗(S ∩ E) + µ∗(∅ ∩ E) = µ∗(E) + µ∗(∅) = µ∗(E).

然后M 对补运算封闭, 这是因为对任意 A ∈ M, E ∈ P(S),

µ∗(E) = µ∗(A ∩ E) + µ∗(Ac ∩ E) = µ∗((Ac)c ∩ E) + µ∗(Ac ∩ E),

因此 Ac ∈ M. 从而对任意 A,B ∈ M 且 A ⊆ B, 有 B \ A = B ∩ Ac ∈ M. 最后设 Ai ∈ M 是

可数个互不相交的集合, 定义 A =
⊔

i Ai, 我们需要证明 A ∈ M. 令 Bn =
⊔n

i=1 Ai, 由于M 对

有限交以及补运算封闭, M 也对有限并运算封闭, 因此 Bn ∈ M. 于是对任意 E ∈ P(S) 以及

任意 n ≥ 2 有

µ∗(E ∩Bn) = µ∗((E ∩ Bn) ∩ Bn−1) + µ∗((E ∩ Bn) ∩ Bc
n−1) = µ∗(E ∩ Bn−1) + µ∗(E ∩ An),

以此类推我们有

µ∗(E ∩ Bn) =
n∑

i=1

µ∗(E ∩ Ai),

从而

µ∗(E) = µ∗(E ∩ Bn) + µ∗(E ∩ Bc
n)

≥ µ∗(E ∩ Bn) + µ∗(E ∩ Ac) (因为 Bn ⊆ A, 从而 E ∩ Ac ⊆ E ∩ Bc
n)

=
n∑

i=1

µ∗(E ∩ Ai) + µ∗(E ∩ Ac)
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令 n → ∞, 我们有

µ∗(E) ≥
∞∑
i=1

µ∗(E ∩ Ai) + µ∗(E ∩ Ac),

由于 E ∩ A =
⊔

i(E ∩ Ai), 结合 µ∗ 的 σ-次可加性有

µ∗(E ∩ A) ≤
∞∑
i=1

µ∗(E ∩ Ai),

从而 µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac) ≤ µ∗(E), 即 A ∈ M. 于是M 是一个 λ-系统. ▶

4. 证明 µ∗ : M → [0,∞] 是 σ-有限测度.
◀ 由于我们已经证明了M 是 σ-代数, 并且 µ∗(∅) = 0, 我们只需要证明 µ∗ 是 σ-可加的即可.
首先 µ∗ 是有限可加的. 设 A,B ∈ M 且 A ∩ B = ∅, 则

µ∗(A ∪ B) = µ∗((A ∪B) ∩ A) + µ∗((A ∪ B) ∩ Ac) = µ∗(A) + µ∗(B).

设 A ∈ M, 并且存在一列互不相交的集合 Ai ∈ M, 使得 A =
⊔

i Ai, 则对任意 n ∈ Z+,

m⊔
i=1

Ai ⊆
∞⊔
i=1

Ai = A,

由 µ∗ 的单调性和有限可加性有

m∑
i=1

µ∗(Ai) = µ∗(
m⊔
i=1

Ai) ≤ µ∗(A),

令 m → ∞, 则
∞∑
i=1

µ∗(Ai) ≤ µ∗(A),

结合 µ∗ 的 σ-次可加性

µ∗(A) ≤
∞∑
i=1

µ∗(Ai),

即证明了 µ∗ 的 σ-可加性, 从而 µ∗ : M → [0,∞] 是一个测度. µ∗ 的 σ-有限性直接由 µ 的 σ-有
限性得到. ▶
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5. 证明M 包含 A.
◀ 设 A ∈ A, 我们只要证明 A ∈ M 即可, 由步骤 2 可知只用证明对任意 E ∈ P(S) 有

µ∗(E) ≥ µ∗(A ∩ E) + µ∗(Ac ∩ E).

不妨设 µ∗(E) < ∞ (否则不等式直接成立), 则 Cover(E) ̸= ∅, 对任意 ε > 0, 由 µ∗(E) 的定义,
存在 F = {F1, F2, · · · } ∈ Cover(E) 使得

∑
F∈F

µ(F ) ≤ µ∗(E) + ε.

并且我们有

{A ∩ F : F ∈ F} ∈ Cover(A ∩ E), {Ac ∩ F = F \ A : F ∈ F} ∈ Cover(Ac ∩ E)

这里利用了 A 是一个环. 因此

µ∗(A ∩ E) + µ∗(Ac ∩ E) ≤
∑
F∈F

µ(A ∩ F ) +
∑
F∈F

µ(Ac ∩ F ) =
∑
F∈F

µ(F ) ≤ µ∗(E) + ε,

最后一个等号利用了 µ 是 A 上的预测度. 令 ε → 0 即有

µ∗(A ∩ E) + µ∗(Ac ∩ E) ≤ µ∗(E).

因此 A ∈ M, A ⊆ M.
▶

到这里我们就完成了定理的全部证明.
实际上定理 1.10条件中的环换成半环后仍然成立.

Theorem 1.11 (Carathéodory 延拓定理的强化版本). 设 A ⊆ P(S) 是一个半环, 集合函数
µ : A → [0,∞] 是一个 σ-有限的预测度. 则存在唯一的测度 µ̄ : σ(A) → [0,∞] 使得

µ̄ = µ on A,

并且 µ̄ 也是 σ-有限的.

证明. 我们只需要改动定理 1.10 证明中的步骤 5 即可. 即证明 A ⊆ M 对半环 A 也成立. 设
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A ∈ A, 我们的目的是证明对任意 E ∈ P(S),

µ∗(A ∩ E) + µ∗(Ac ∩ E) ≤ µ∗(E).

不妨令 µ∗(E) < ∞. 由外测度的定义可知, 对任意 ε > 0, 存在 {Fn : n ≥ 1} ∈ Cover(E) (由定
义 Fn ∈ A, 并且 E ⊆

∪
n Fn) 使得

∞∑
n=1

µ(Fn) ≤ µ∗(E) + ε.

令 Bn = A ∩ Fn ∈ A (半环对有限交运算封闭), 则存在有限个集合 Cn
1 , C

n
2 , · · · , Cn

mn
∈ A, 使得

Fn \ A = Fn \Bn =
mn⊔
k=1

Cn
k .

于是

A ∩ E ⊆
∞∪
n=1

A ∩ Fn =
∞∪
n=1

Bn, Ac ∩ E ⊆
∞∪
n=1

Ac ∩ Fn =
∞∪
n=1

Fn \ A =
∞∪
n=1

mn⊔
k=1

Cn
k ,

以及

Fn = Bn ⊔ (Fn \Bn) = Bn ⊔
mn⊔
k=1

Cn
k .

因此由外测度的 σ-次可加性, 我们有

µ∗(A ∩ E) + µ∗(Ac ∩ E) ≤
∞∑
n=1

µ∗(Bn) +
∞∑
n=1

µ∗(
mn⊔
k=1

Cn
k )

≤
∞∑
n=1

µ∗(Bn) +
∞∑
n=1

mn∑
k=1

µ∗(Cn
k )

=
∞∑
n=1

(
µ(Bn) +

mn∑
k=1

µ(Cn
k )

)
(因为 µ∗ = µ on A)

=
∞∑
n=1

µ(Fn) (因为预测度 µ 具有有限可加性)

≤ µ∗(E) + ε,
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由于 ε 的任意性, 我们得到

µ∗(A ∩ E) + µ∗(Ac ∩ E) ≤ µ∗(E),

因此 A ∈ M, A ⊆ M.
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